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Calculations of Ionisation Energies and Electron Affinities by Means of the One
Particle Green’s Function

The values of ionization energy and electron affinity of a system of n electrons belonging to an
atom or a molecule are related to the negative value of the real part of the poles of the one particle
Green’s function connected with this system. An approximate calculation of the position of the poles
can be made via a perturbation treatment of the one particle Green’s function. In zero order ap-
proximation one chooses as one particle wavefunctions the canonical Hartree-Fock orbitals. In this
case the results concide with Koopmans’s theorem. Deviations from Koopmans's theorem, which
are induced by reorganization and correlation effects, can be calculated in higher order via the
Dyson equation, by means of the so-called self-energy operator.

In the present paper the self-energy operator is expanded up to the second order of the perturbation.
The results are discussed qualitatively. They agree with the observations, which have been made,
when experimentally determined ionization energies were compared to values, derived from ab-initio
calculations via Koopmans’s Theorem.

Der negative Realteil der Pole der dem N-Elektronensystem eines Atoms oder Molekiils zu-
geordneten Greenschen Zweipunktfunktion entspricht den lonisierungsenergien bzw. Elektronen-
affinitéten dieses Systems. Mit Hilfe einer storungstheoretischen Entwicklung der Greenschen Zwei-
punktfunktion kann die Lage dieser Pole ndherungsweise berechnet werden. Die nullte Niherung
kann dabei so gewdhlt werden, daB3 das Ergebnis mit dem Koopmansschen Theorem iibereinstimmt.
Abweichungen vom Koopmansschen Theorem, die durch Reorganisations- und Korrelationseffekte
hervorgerufen werden, kénnen in héherer Ordnung iiber die Dysongleichung mit Hilfe des sog.
Massenoperators erfalit werden.

In der vorliegenden Arbeit wird der Massenoperator bis zur zweiten Ordnung stérungstheoretisch
entwickelt. Das erhaltene Resultat wird qualitativ diskutiert. Die Ergebnisse dieser Diskussion
stehen in Einklang mit den Beobachtungen, die beim Vergleich experimenteller Ionisierungsenergien
mit den unter Anwendung des Koopmansschen Theorems berechneten Werten gemacht werden.

La partie réelle négative du p6le de la fonction de Green a une particule du systéme électronique
d’un atome ou d’'une molécule fournit le potentiel d’ionisation ou laffinité électronique d’un tel
systéme. La position de ces poles peut &tre obtenue d’une maniére approchée par un développement
de perturbation de la fonction de Green. On peut choisir I'approximation d’ordre zéro de maniére
a ce que le théoreme de Koopmans soit vérifié. I’écart au théoréme de Koopmans provoqué par
les effets de réorganisation et de corrélation peut étre évalué aux ordres supérieurs a 'aide de I'équation
de Dyson faisant intervenir opérateur de self energy.

* Auszugsweise vorgetragen auf der “Conference on Photoionization Phenomena and Photo-
electrospectroscopy”, Oxford, 14.—16. September 1970.
** Auszug aus der von der Fakultit fiir allgemeine Wissenschaften der Technischen Universitit
Miinchen genehmigten Dissertation des Dipl. Phys. Franz Ecker. Dissertation eingereicht am
27.1.1970. Neue Anschrift: Siemens AG, Miinchen 2, Wittelsbacherplatz .



290 F. Ecker u. G. Hohlneicher:

Dans ce travail I'opérateur de self energy est développé par perturbation jusqu’au second ordre.
Le résultat obtenu est discuté d’une maniére qualitative. Le résultat de cette discussion est en accord
avec les observations que l'on peut faire par comparaison du potentiel d’ionisation expérimental
avec les termes calculés par application du théoréme de Koopmans.

1. Einleitung

Nach dem Theorem von Koopmans [ 1] sind die Energieeigenwerte des Hartree-
Fock-Operators je nach Besetzung des entsprechenden Eigenzustandes gleich den
negativen Ionisierungsenergien bzw. Elektronenaffinititen des betrachteten
N-Elektronensystems.

Die Niherungen unter denen das Koopmanssche Theorem abgeleitet ist,
wurden bereits mehrfach — zuletzt von Richards [2] — diskutiert. In diesen
Diskussionen wird immer wieder darauf hingewiesen, daBl die neben den relati-
vistischen Effekten vernachlissigten Reorganisations- und Korrelationseffekte
durchaus merkliche Beitridge liefern konnen.

Das grolBe Interesse, das in jiingster Zeit der theoretischen Behandlung von
ITonisierungsprozessen entgegengebracht wird und auf das auch die neuen Diskus-
sionen um das Koopmanssche Theorem zuriickzufithren sind, hiangt mit der Ent-
wicklung der Photoelektronenspektroskopie zusammen [3,4]. Mit dieser neuen
Art von Spektroskopie ist es moglich, auch hohere Ionisierungsenergien, bei denen
das (N — 1)-Elektronensystem in einem mehr oder minder hoch angeregten Zu-
stand zuriick bleibt, mit groBer Genauigkeit zu messen. Dabei werden in erster
Linie solche Ionisierungen beobachtet, die im Einteilchenbild der Entfernung
eines Elektrons aus einem der besetzten Hartree-Fock-Orbitale entsprechen. Die
zugehorigen angeregten Zustdnde des (N — 1)-Teilchensystems konnen im Fin-
teilchenbild durch folgenden Anregungstyp charakterisiert werden.

ek

————
Die bisher mit der Photoelektronenspektroskopie gewonnenen Ergebnisse haben
gezeigt, daB das Koopmanssche Theorem im allgemeinen gut dazu geeignet ist,
um Photoelektronenspektren mit den Ergebnissen von Rechnungen zu korrelieren.
Quantitativ treten jedoch merkliche— und zwar nichtsystematische— Abweichungen
auf. Tabelle 1 gibt fiir einige Beispiele einen Vergleich zwischen den im PE-
Spektrum gemessenen vertikalen Ionisierungsenergien und den mit ab-initio-
Rechnungen erhaltenen Orbitalenergien.

Die wesentliche Alternative zur Anwendung des Koopmansschen Theorems

bildet die direkte Berechnung von Ionisierungsenergien () und Elektronen-
affinititen (4,) als Differenz der Gesamtenergien der beteiligten Zustinde:

Jo=E{ 0 - B,

_ N, {(N+1)
A, =E® — E¥*D
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Tabelle 1. Vergleich von berechneten (Koopmanssches Theorem) und vertikalen experimentellen

Tonisierungsenergien
Acetylen N, Formaldehyd
ber. [22] exp. ber. [23] exp. ber. [22] exp.
1m, 11.26 11.40 30, 17.36 15.58 2b, 11.98 10.88
30, 18.62 16.6 in, 17.10 16.92 1b, 14.47 14.39
20, 20.88 18.62 20, 20.92 18.76 3a, 17.38 16.01
1b, 19.13 ca 16.8
2a, 23.60 20

Da sich die gesuchten GréBen in diesem Fall als Differenz zweier grofer Zahlen
ergeben, mull die Energie der beteiligten Zustdnde mit groBer Genauigkeit be-
stimmt werden. Berechnet man die Energie der beiden Zustinde auf dem Hartree-
Fock-Niveau, so erfaBBt man im Prinzip den EinfluB der Reorganisation, aber
nicht den der Korrelation. Bei der Bildung der Differenz zwischen den Hartree-
Fock-Energien des (N)- und des (N —1)- bzw. (N + 1)-Elektronensystems tritt
jedoch folgende Schwierigkeit auf: Mindestens eines der beiden Systeme — Aus-
gangsmolekiil oder Ion — ist immer ein open-shell-System. Behandelt man das
open-shell-System im Rahmen eines restricted-Hartree-Fock-Verfahrens, so ver-
nachldssigt man einen Teil der Wechselwirkungen, die man im closed-shell-Fall
beriicksichtigt. Verwendet man dagegen ein unrestricted-Hartree-Fock-Verfahren,
bei dem man entweder zuerst minimisiert und dann projiziert oder besser zuerst
projiziert und dann minimisiert, so erfalt man bereits einen Teil der Korrelation.
In jedem Fall bildet man also die Differenz zwischen zwei Gesamtenergien, die
mit unterschiedlichen Ndherungsannahmen berechnet wurden.

Aufgrund dieser Situation haben wir uns die Frage gestellt, ob es nicht mdglich
ist, die bei Anwendung des Koopmansschen Theorems vernachlissigten Einfliisse
von Reorganisation und Korrelation im Rahmen einer stérungstheoretischen
Entwicklung zu erfassen. Eine dhnliche Fragestellung wurde bereits von Brailsford
[5] aufgegriffen, der versucht hat, mit Hilfe eines elektrostatischen Modells den
EinfluB} der Reorganisation abzuschitzen.

Das Ergebnis unserer Uberlegungen ist ein stdrungstheoretisches Verfahren
zur Berechnung von Ionisierungsenergien und Elektronenaffinitdten, bei dem das
Theorem von Koopmans die nullte Ndherung darstellt. In der vorliegenden Arbeit
wird die Herleitung des Verfahrens, das auf der Anwendung Greenscher Funktionen
basiert, erldutert und das Ergebnis diskutiert, das man erhilt, wenn der sog.
Massenoperator bis zur zweiten Ordnung entwickelt wird. In zwei weiteren
Arbeiten werden wir iiber Moglichkeiten zur Verallgemeinerung der storungs-
theoretischen Entwicklung [6] sowie {iber numerische Resultate [7] berichten.

2. Ionisierungsenergien und Elektronenaffinitiiten
als Pole der Greenschen Zweipunktfunktion

Die Greensche Zweipunktfunktion ist definiert als Erwartungswert eines zeit-
geordneten Produkts von Operatoren im Grundzustand |[E,(N)) eines N-Teilchen-

systems [8]:
Gyjlt, t') = — i{Eo(N)| T{a;(t)a] ()} | Eo(N)) . ey
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Die a; (t) bzw. a,;(f) bezeichneten Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren von
Fermiteilchen in der Heisenberg-Darstellung:
a}()=eMafe M,  q(t)=eTae T,
at =a;(0); a;= a;(0).
Fiir t=1¢ erfiillen diese Operatoren die Antivertauschungsrelationen:

o+ o
{ai,aj } . =aa; +aj a; =4y,

{af, aj+}+ ={a;a;}, =0.
Das Wicksche Zeitordnungssymbol T ist fiir Fermionen folgendermalen definiert:

a(aj () t>1
—af (t)a () t=t.

T{ait)a} ()} = {

Im Fall zeitlicher Translationsinvarianz des betrachteten Systems hingt G;(t,t))
nur von der Zeitdifferenz (¢t —t') ab, d. h. man erhilt alle Informationen bereits
aus der Funktion G;(t) = Gy(t, 0).

Schiebt man in (1) fiir t >0 die Zustdnde |E,(N + 1)) des (N + 1)-Teilchen-
systems und fiir t £0 die Zustinde |E (N — 1)) des (N — 1)-Teilchensystems als
Zwischenzustidnde ein, so ergibt sich

—iY SEE N B (N @] Ey(N + 1)) CE((N +1)]a] | Eg(N)y £>0
G=1 F - 2
o) iy e BB E(N) | af | E(N — DY <E(N —1)| a;| Eo(N)) tgo.()

k
Geht man mit

G;jlw)= T Gt dt (3)

zur Spektraldarstellung iiber, so folgt fiir G;}(w) aus (2)

CEo(N)|a;| Ey(N + 1)) CE(N + 1) a] | Eo(N)

Gijlw)= ; w— (EN D ED) 1 iy @
y CEo(N)|af | Ex(N — 1)) CE((N —1)|a;| Eo(N)>
: w— (B — B D) ~in |

n ist hierbei eine reelle, positive, infinitesimale GroBe, die bei der Fourier-Riick-
transformation gewihrleistet, daB sich die richtige Zeitabhingigkeit von G;;(t)
ergibt.

gIst |Eo(N)> im speziellen Fall der Grundzustand eines N-Elektronensystems,
so sind die Zwischenzustinde |E (N +1)) bzw. |E(N — 1)) Elektronenzustinde
eines Systems mit N 4+ 1 bzw. N —1 Elektronen. Ist insbesondere |Eo(N)) der
Singulett-Grundzustand eines closed-shell-Systems, so liefern nur die reinen Spin-
Dublett-Zustinde |E,(N + 1)) und | E;(N — 1)) der open-shell-Systeme mit (N + 1)
und (N — 1) Elektronen einen Beitrag zu G;;(w).
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Fig. 1. Zusammenhang zwischen den Ionisierungsenergien (I) und Elektronenaffinititen (4) eines
N-Elektronensystems und den Energiezustinden des (N + 1)-, N- und (N — 1)-Elektronensystems

Die im Nenner von G;;(w) auftretenden Energiedifferenzen

L=EY"V—EY, (52)
A= E — EN+D (5b)

sind definitionsgemif} die Ionisierungsenergien (I) und die Elektronenaffinitdten
(4,) des N-Elektronensystems (Fig. 1). Vorausgesetzt, da nicht zufdlligerweise
der Zdhler verschwindet, folgt damit aus (4):

Die infinitesimal oberhalb der reellen Achse der komplexen w-Ebene bei

w=-—[L+in mit Re(w)z—1, (6a)

liegenden Pole der Greenschen Zweipunktfunktion G;j(w) entsprechen gerade
den Ionisierungsenergien, wihrend die bei

w=—A,—in mit Re(w)=— A, (6b)

infinitesimal unterhalb der reellen Achse liegenden Pole die Elektronenaffinititen
liefern.

Das Problem, die Ionisierungsenergien und Elektronenaffinititen eines
Molekiils zu berechnen, geht folglich im Rahmen des hier verwendeten Formalismus
in das Problem iiber, die entlang der reellen Achse der komplexen w-Ebene
liegenden Pole der dem N-Elektronensystem des Molekiils zugeordneten Green-
schen Zweipunktfunktion G;{w) zu ermitteln. Da die Funktion G;jw) fiir ein
System wechselwirkender Teilchen ebensowenig exakt angegeben werden kann,
wie die Wellenfunktion selbst, ist man auf eine ndherungsweise Behandlung des
Problems angewiesen. Hierfiir bieten sich zwei Mdglichkeiten an:

1) Stelit man die Bewegungsgleichung der Greenschen Zweipunkifunktion auf,
so ergibt sich eine Verkniipfung mit der Vierpunktfunktion. Diese wiederum wird
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durch die Bewegungsgleichung mit der Sechspunktfunktion verkniipft usw. [9].
Man erhélt ein System von gekoppelten Gleichungen, das sich durch geeignete
Entkopplung néherungsweise 16sen 1dBt, Diese Art des Vorgehens wird z.B. in
den Arbeiten von Linderberg und Ohrn [10—13] verwendet.

2) Ausgehend von einem ungestdrten Problem, beschrieben durch einen
Hamiltonoperator H,, fiir das die Greensche Zweipunktfunktion exakt an-
gegeben werden kann, wird mit Hilfe einer storungstheoretischen Entwicklung die
Greensche Funktion des vollstindigen Systems ndherungsweise berechnet.

In der vorlicgenden Arbeit verwenden wir das zweite Verfahren, da es in ein-
facher Weise die Moglichkeit bietet, vom Koopmansschen Theorem als nullter
Néherung auszugehen. In [6] werden wir jedoch zeigen, dall bei storungs-
theoretischer Entkopplung des Gleichungssystems der Ansatz 1) zum gleichen
Ergebnis fiihrt.

3. Storungstheoretische Berechnung der Greenschen Zweipunktfunktion
' 3.1. Allgemeiner Formalismus

In diesem Abschnitt wird kurz der Formalismus erldutert, auf dem eine
storungstheoretische Berechnung der Greenschen Zweipunktfunktion basiert.
Eine eingehende Darstellung des hier nur andeutungsweise skizzierten Vorgehens
findet sich z.B. in [14].

Voraussetzung fiir eine storungstheoretische Berechnung der Greenschen
Zweipunktfunktion ist, daB sich der Hamiltonoperator

H=H,+H, (7)

so in zwei Teile zerlegen 14Bt, daB die Greensche Zweipunktfunktion fiir das sog.
ungestorte Problem (G{(z)), das durch H, charakterisiert ist, exakt angegeben
werden kann. Die freie Greensche Funktion Gf(t) beschreibt ein System nicht
wechselwirkender Quasiteilchen. Bei entsprechender Wahl von H; konnen an
die Stelle dieser Quasiteilchen auch die freien Teilchen treten.

Um die Greensche Funktion G;;(t) des vollen Problems durch G7{(r) auszu-
driicken, geht man zunichst von der Schrédingerdarstellung, in der das System
durch den Grundzustand |®(t)> und die Wechselwirkung H,, beschrieben wird,
in das Wechselwirkungsbild iiber

H,— H, () = ¢ H, e~ Hor | ®)
190> 1, = | 2(0) . o

Die Bewegungsgleichung fiir |®,(¢))
-0 10,(0) = H,(0[9,0) (10

oder L
|@,,(t> 1)) =P, () + 5 {H,(@)]®,())dt (11)
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hat die formale Losung

|@,,(t)> = S(t, ) D,(t)) (12)
mit ’ ,
Stt)= Y (_n") - [ T{H, @) ... Hy(t)} dt, ... dt,, (13)
n=0 . t t
S{t,t)-S(, 1) =8(t,1"), (14)
S(t, )y =8(,1). (15)

Um nun die Zustinde des Wechselwirkungsbildes in die Zustinde des Heisen-
bergbildes iiberfithren zu kénnen, nimmt man an, dafl die Storwechselwirkung H,,
hinreichend langsam eingeschaltet wird (adiabatisches Einschalten)

H, ()->H,(t)e ™ 5 hinreichend klein. (16)

Zur Zeit t = — o0 setzt man den Wechselwirkungszustand gleich dem Heisenberg-
zustand des ungestérten Systems |®%), d.h. man tut so, als existiere zu diesem
Zeitpunkt das durch Gi(r) beschriebene System nichtwechselwirkender Quasi-
teilchen

|@,,(— )y =Dy . (17)
Ubertrigt man jetzt noch die Zeitabhingigkeit auf die Operatoren

F(t)->S871(t)- F(t)-S(t) mit S(t)=S(t, — o), (18)
so wird:
Gij(t) = — i{Px(N)| T{a,(t)a; } | @x(N)>
_ {— i{PyH(N)IS™ (1) a,(1) S()) S~ (0)a] S(O)| PZ(N)Y >0 (19)
— L+ iPUN) ST (0) af SO)ST D a () S DY) t<0.

Da der Grundzustand nicht entartet ist, erfolgt bei hinreichend langsamem Ein-
schalten eine Grundzustandsdnderung ohne Beteiligung von angeregten Zu-
stdnden, d. h.

|D,,(00)) = |9 (D1 P, (00)) = | DY) (DE|S(c0) | DR . (20)
Nach Finsetzen von (20) ergibt sich unter Beriicksichtigung von (14) und (15)

(@) T af S(0)} (N
Gl = = G TN 5(e0) | 5 (V) @

mit
8(c0, t)a;,()S(t,0)a; SO) >0

Taa; S(0)} = {—S(oo,O)a;_S(o, Ha (08t =0,

Zur expliziten Behandlung dieses Ausdruckes wird die Entwicklung von S(co)
bis zu einer bestimmten Ordnung eingesetzt. Die auftretenden Terme werden unter
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Anwendung des Wick’schen Theorems [15] mit Hilfe von Feynmangraphen aus-
gewertet. Den in den Graphen vorkommenden Symbolen ist folgende Bedeutung
zugeordnet:

it

i J
+ = G?j(l, tl) >~W£~»\N< = %il/;j,kl

) k !
jt

Die bei der Auswertung von (21) auftretenden Graphen lassen sich in zwei
Kategorien einteilen, ndmlich in verkettete (z.B.a) und unverkettete (z.B.b)
Graphen.

Man kann zeigen, dal} sich bei Fortsetzung der stdrungstheoretischen Ent-
wicklung bis zu unendlicher Ordnung alle in der Entwicklung des Zzhlers von
(21) auftretenden unverketteten Graphen gerade gegen die Gesamtheit der bei
der Entwicklung des Nenners vorkommenden Graphen wegheben (linked cluster
theorem [16]). Demzufolge kann man schreiben

G;(t) = — i(PY(N)| T{a;(t)aj S(c0)} | PH(N)) verkettet. (23)

Bei den in hoherer Ordnung auftretenden Graphen IdBt sich e¢ine weitere Klassi-
fizierung vornechmen. Man findet Graphen folgender Struktur:

Diese Graphen zerfallen beim Durchschneiden einer einzigen G4-Linie (angedeutet
durch -------- ) in zwei miteinander nicht verbundene Teile. Solche Graphen be-
zeichnet man als reduzibel; Graphen, die sich auf diese Weise nicht in zwei Teile
zerlegen lassen als irreduzibel. Die Gesamtheit der irreduziblen Graphen, bei denen
die beiden #uBeren Gy-Linien entfernt wurden, bezeichnet man als Massen-
operator M.
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Den Beitrag aller Graphen zu G,(t), die man bei Fortsetzung der Strungs-
theorie bis zu unendlicher Ordnung erhilt, findet man, indem man den Massen-
operator unendlich oft in eine G,-Linie einsetzt [8]:

G= G+ G° MG® + G° MG® MG° +
=G°+ GO MG+ GO MG +..).
G

24

Man erhélt die Dysongleichung

G=G"+G" MG
oder
G;(ty=Gy(1) + Z [§ Go., YM(t', ") G,,(t")dr dt” .

In der w-Darstellung lautet die Dysongleichung

Gij(w) = Gij(@) + ), Gilw) My(0) G,;()
oder (25)
GU ()= G?j_l(w) - Mij(w) .

Gleichung (25) bildet den Ausgangspunkt unserer weiteren Uberlegungen: Wenn
es moglich ist eine Zerlegung des Hamiltonoperators zu finden, die es gestattet,
die freie Greensche Funktion exakt anzugeben, so besteht die wesentliche Auf-
gabe darin, den Massenoperator bis zu einer bestimmten Ordnung der storungs-
theoretischen Entwicklung zu berechnen. Das Aufsuchen derjenigen w-Werte, fiir
die G;;'(w) nach Einsetzen des so gewonnenen Massenoperators Eigenwerte vom
Betrag Null besitzt, liefert neue, bis zur entsprechenden Ordnung verbesserte
Werte fiir die Ionisierungsenergien und Elektronenaffinititen. Obwohl der Massen-
operator nur in endlicher Ordnung berechnet wird, werden bei dieser Art des
Vorgehens bestimmte Graphen, d.h. bestimmte stérungstheoretische Terme bis
zu unendlicher Ordnung beriicksichtigt.

3.2. Wahl des ungestérten Problems

Fiir ein closed-shell System mit N = 2n Elektronen kann man immer cinen
Ansatz wihlen, bei dem die Einteilchenfunktionen den Hartree-Fock-Operator

F= Z h11+ Z ( iy, g lJ ]J) &i+dj (26)

diagonalisieren, so daB gilt
F= Z Sia; ui . (27)

Die Indices i,j usw. sollen auch die Spinindices o; und ¢; enthalten. Fiir die
Matrixelemente gilt dann folgende Vereinbarung

hy= {deoF()(T+ V() ,(r)do;a; (28)

iYj>

Vijue= ” dtdt' ¢ o) Ve, r)oi(r) @u(r)do; 6,000 . (29
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Die Figenzustinde ¢; von F werden als kanonische Hartree-Fock-Orbitale be-
zeichnet.

Da nach dem Theorem von Koopmans die Orbitalenergien ¢, der kanonischen
Hartree-Fock-Orbitale nullte Ndherungen fiir Ionisierungsenergien und Elekiro-
nenaffinititen darstellen, liegt es nahe, bei einer storungstheoretischen Entwick-
lung von eben diesen Orbitalen auszugehen, d.h. wir setzen

H0:F: Zgiai+ a;. (30)

Fiir die zugehorige freie Greensche Funktion G? (t) erhalten wir

GY{t) = — iKEQ(N)| T{a,(t) a} }| EJ(N))
—i(EJ(N)|eHtae” o' g |[EQ(N)Y >0
z{ iCES(N)|af € a,e"H#| E(N)y <0 (31)
—ie %", jé¢{bes},t>0
={+ie‘i£f‘5ij je{bes),t<0.

{bes} ist die Menge der im Grundzustand zweifach besetzten Orbitale. In der
w-Darstellung wird
o 0.,
G{w)= 4 4+ Mo (32)
w—¢g;t1iy w—¢&;—1in

J ¢ {bes} J€ {bes}

Die freie Greensche Funktion reproduziert das mit der speziellen Wahl von H,
implizierte Ergebnis: Die Orbitalenergien der besetzten kanonischen Hartree-
Fock-Orbitale sind nullte Niherungen fiir die Ionisierungsenergien und die der
unbesetzten kanonischen Hartree-Fock-Orbitale nullte Ndherungen fiir die
Elektronenaffinitéiten.

Um die bei Anwendung des Koopmansschen Theorems vernachléssigten Re-
organisations- und Korrelationseffekte wenigstens teilweise zu beriicksichtigen,
miissen wir den Massenoperator niherungsweise berechnen. Dazu formen wir
den Hamiltonoperator des vollen Problems

H= Zh it 3 Vil @] a,d, (33)

1_) i
in folgender Weise um

N
~+~
H= Z hi;+ Z Vg iy = Vi) — Zl Vg iy — Vip, 13)| @i” @;

1 =

1 st a s
+3 Z Vij s aj ady,.
ik

Mit der Abkiirzung
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und unter Beriicksichtigung von (27) wird
H=Y ¢a a;— Yvjaia;+3 Y Viua'af aa,. (35)
i ij i, j k1
Aus (7), (35) und (30) erhalten wir schlieBlich
H,=- Y val a;+3) Vjua'aj aa. (36)
i,j i,

i,j
K, I

3.3. Berechnung des Massenoperators bis zur zweiten Ordnung

Um den Massenoperator in einer bestimmten Ordnung zu berechnen hat man
die Entwicklung von S(c0) aus (23) bis zur entsprechenden Ordnung in (21) ein-
zusetzen und alle bei der Auswertung des Zdhlers auftretenden irreduziblen
Graphen zu ermitteln. Geht man bei der Entwicklung von S(oo0) bis zu den
Gliedern zweiter Ordnung in H,,, so erhdlt man folgende Terme:

— i{PH(N)| T{a,(t)a; S(c0)}| HN)>

= — iKPH(N)| T{at)a] }| H(N)) — _Iw (OHN)| T{at)a] H,(t,)}| D)) dt; (37)

LT T (YN T (a0 af ot Hylta)} | SN di di

Zur Auswertung dieser Terme ordnen wir der in H,, auftretenden Wechselwirkung
v;; folgendes Symbol zu:

Damit und mit den in (22) definierten Symbolen lassen sich diejenigen Beitréige
der storungstheoretischen Entwicklung, die in H, von erster Ordnung sind,
folgendermaBen darstellen:
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Da nach (23) die unverketteten Graphen I, II und I1I fiir die storungstheoretische
Entwicklung von G,j(t) nicht in Betracht zu ziehen sind, haben wir im weiteren
nur die verketteten Graphen zu diskutieren. Durch Umbenennung des Summations-
indizes 146t sich zeigen, daB die Graphen 2 und 2’ sowie 3 und 3’ den gleichen
Beitrag liefern. Zwischen den verbleibenden Graphen besteht aber wegen der
Definition von v;; aus (34) folgende Beziehung:

¢ it it
ty 7 - o t;
. J —_ !
I IO +2 i’l: t:l: ::l>] kl e
j 0 j 0

0

1

i
2~k
J

d.h. die Terme erster Ordnung liefern keinen Beitrag zur Entwicklung von G,(t).
In zweiter Ordnung treten folgende irreduzible Graphen auf:

Wegen der Giiltigkeit von (39) heben sich die Graphen a gegen die Graphen ¢
und d, und die Graphen b gegen ¢ und f weg. Folglich liefern in zweiter Ordnung
nur die Graphen g und h einen Beitrag zur storungstheoretischen Entwicklung
von G;;(t). Nach Entfernung der beiden duBeren GO Linien erhalten wir als Bei-
trige zum Massenoperator zweiter Ordnung:

0
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Nach Ausfiithrung der Fouriertransformation wird:

) 1
Ml(_]Z)(('O) = Z z (Vij’,kl - Vij’,lk) Vlk,j’j—‘—‘_—-‘
e bes) k,1¢[bes) g —g—gtwtin
1 {40)
+ ). Y Vo= Vip ) Vi, i —.
7 #{ves} k,le{bes} Y Y Y E—g—gtw—in

Durch Einsetzen von M{?(w) aus (40) und von G¥(w) aus (32) in die Dyson-
gleichung (25) erhalten wir schlieBlich:

G (w)=(0—¢)d;— MP(w). (41)

Sind die kanonischen Losungen des Hartree-Fock-Problems in einer bestimmten
Niherung bekannt, so 1iBt sich M{?(w) auf dem Niveau dieser Néherung be-
rechnen. Das Aufsuchen der Nullstellen von G® ™, d.h. die Ermittlung derjenigen
w-Werte, fiir die die Matrix der G2~ Eigenwerte vom Betrag Null besitzt, liefert
dann die gesuchten neuen Werte fiir Ionisierungsenergien und Elektronenaffini-
titen. Wegen der w-Abhingigkeit von M fiihrt das Aufsuchen der Nullstellen
allerdings auf ein nichtlineares Problem. Auf die Behandlung dieses Problems
werden wir im Zusammenhang mit numerischen Rechnungen in [7] eingehen.
In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns darauf beschrinken, einige qualitative
Folgerungen zu diskutieren, die sich aus den GIn.(32), (40) und (41) ableiten lassen.

4, Diskussion

Ziel unserer Untersuchungen war es, die Pole der Greenschen Zweipunkt-
funktion mit Hilfe einer storungstheoretischen Entwicklung zu berechnen. In
nullter Ordnung entsprechen die Pole den Energien derjenigen Quasiteilchen, die
durch die freie Greensche Funktion GY; beschrieben werden. Das Verschwinden
des Massenoperators erster Ordnung, das dazu fiihrt, daB auch die Pole von G}’
durch die gleichen Quasiteilchenenergien bestimmt werden, ist eine Folge der
speziellen Wahl der fiir die storungstheoretische Entwicklung verwendeten Basis:
Waiiren wir nicht von den kanonischen Lésungen des Hartree-Fock-Problems aus-
gegangen, sondern z.B. von den nicht wechselwirkenden Teilchen mit

— +
Hy= Y hja a;,
i

so hitte eine selbstkonsistente Entwicklung in erster Ordnung gerade auf die
Quasiteilchen gefithrt, die durch die Hartree-Fock-Gleichungen beschrieben
werden [17].

Verallgemeinert heiit das, daB eine selbstkonsistente Entwicklung in erster
Ordnung das gleiche Ergebnis liefert, wie das Koopmanssche Theorem:

IMN=—¢ ie{bes},
AV =—¢, i¢{bes}.
Beriicksichtigt man, daBl den Ionisierungsenergien und Elektronenaffinititen

Uberginge vom Grundzustand des N-Teilchensystems in Zustinde des (N — 1)-

21  Theoret. chim. Acta (Berl) Vol. 25

(42)
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bzw. (N + 1)-Teilchensystems entsprechen, so bedeutet das, daf in erster Ordnung
iiber die Greensche Zweipunktfunktion nur solche angeregte Zustinde des
(N —1)- bzw. (N + 1)-Teilchensystems erfaBt werden, die im Hartree-Fock-Bild
durch Einloch- (43a) bzw. Einteilchenanregungen (43b) beschrieben werden.

R
—X———— B
C—————— B S
e e
— X X——
(43a) (43b)

Alle anderen angeregten Zustinde des (N —1)- bzw. (N + 1)-Teilchensystems
miissen folglich bei Fortsetzung der storungstheoretischen Entwicklung iiber den
Massenoperator erfalit werden.

Zu Beginn dieser Arbeit wurde darauf hingewiesen, daB in der Photoelektronen-
spektroskopie in erster Linie die Tonisierungen beobachtet werden, die zu ange-
regten Zustinden des (N — 1)-Teilchensystems fithren, welche gerade den Einloch-
anregungen vom Typ (43a) entsprechen. Fiir die Interpretation der Photo-
elektronenspektren und fiir das theoretische Verstindnis der gegeniiber dem
Koopmansschen Theorem auftretenden Abweichungen ist es demzufolge von
besonderem Interesse zu untersuchen, inwieweit die Pole von G’ mit denen von
G korreliert und inwieweit allgemeine Aussagen iiber eventuell auftretende
Verschiebungen gemacht werden konnen.

4.1. Einflup des Massenoperators in 2. Ordnung

Aus (40) ist ersichtlich, daB der Massenoperator selbst Pole besitzt. Diese
liegen oberhalb bzw. unterhalb der reellen Achse der komplexen w-Ebene bei

w=g+&—¢&pin. (44)

Bezeichnen wir das hochste besetzte Orbital des N-Elektronensystems mit ¢,
und die Energieliicke zwischen ¢,, und dem niedrigsten unbesetzten Orbital ¢, 4
mit

A:8m+1’8m> (45)
so folgt fiir die aus dem ersten Term von (40) resultierenden Pole, die wir mit M *

bezeichnen wollen,
ReM™ 2oy +émer—tm=tms1 T4, (46a)

d.h. der energetisch niedrigste Pol dieser Art liegt gerade um 4 oberhalb von
— AV (vgl. Fig. 2). Entsprechend gilt fiir die aus dem zweiten Term von (40) her-

vorgehenden Pole
ReM™ Z¢,+ée,—eps1=6,—4. (46Db)
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Fig. 2. Lage der Pole der freien Greenschen Funktion G° und des Massenoperators zweiter Ordnung
M in der komplexen w-Ebene

Diese Pole liegen mindestens um A unterhalb von — I, Da der energetische
Abstand zwischen ¢,, und ¢, ., bei neutralen Molekiilen mit abgeschlossener
Schale in den meisten Fillen erheblich groBer ist, als der Abstand zwischen den
obersten der besetzten und zwischen den niedrigsten der unbesetzten Orbitale,
liegen bei diesen Systemen im allgemeinen mehrere Nullstellen von Gg”, d.h.
mehrere — I und — AW zwischen M;" und M, (Fig. 2).

Im Hartree-Fock-Bild stehen die Pole M* mit Einteilchenzustinden in Be-
zichung, bei denen sich relativ zum Grundzustand des N-Teilchensystems (47a)
ein zusdtzliches Teilchen im Orbital ¢, befindet und gleichzeitig ein Teilchen aus
dem Orbital ¢; in das Orbital ¢, iiberfiihrt ist. Umgekehrt entsprechen die Pole
M~ solchen Zustdnden, bei denen ein Teilchen aus dem Orbital ¢, entfernt und
ein anderes aus dem Orbital ¢; in das Orbital ¢, gebracht ist. Ist insbesondere
k gleich m + 1 (47b) bzw. m — 1 (47¢) so entspricht ein Ubergang aus dem Grund-
zustand des (N +1)- bzw. (N —1)-Teilchensystems (47d und 47¢) in einen der
Zustdnde (47b) bzw. (47¢) einer Einteilchenanregung. Es ist bekannt, dal} diese
21*
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Einteilchenanregungen sehr wesentlich zu energetisch niedrig liegenden elek-
tronisch angeregten Zustiinden von Radikalionen beitragen. Ubergiinge, die in
diese Zusténde flihren, sind in vielen Fillen optisch erlaubt und dementsprechend
in den Elektronenspektren gut zu beobachten [18]. Geht man dagegen vom
Grundzustand des N-Teilchensystems (47a) aus, so entspricht der in der Photo-
elektronenspektroskopie im allgemeinen nicht zu beobachtende Ubergang in
einen der Zustinde (47b) oder (47¢) einem ZweiteilchenprozeB.

m —X" m m
J 7
— X
(47a) (47b) 47¢) (47d) 47¢)

Untersuchen wir jetzt den Einfluf des Massenoperators (40) auf diejenigen
Pole der freien Greenschen Funktion (32), die zwischen M;” und M;" liegen. Wir
gehen dabei von der Voraussetzung aus, daB die Nichtdiagonalelemente M{? von
IM® klein sind gegeniiber der Differenz zwischen den Orbitalenergien ¢ und ¢;.
Wie sich zeigt [7] ist diese Voraussetzung fast immer erfiillt, wenn es sich nicht
um entartete oder fast entartete Orbitale handelt. G2~ " ist dann in der Umgebung
von @ = ¢, im wesentlichen durch den Diagonalterm M (w) von IM® bestimmt:

-1

Durch Ausfithrung der Spinsummation und Umformung erhélt man fiir die
beiden formal dquivalenten Terme von M

1 .
V. ..— V.. YV, o —mm —m——
;kz,l( ij, kl u,lk) Ik, ji Sj'—ﬁk—81+a) -
1
v:, 49
;g‘ ' Kk gy —2g+ (49)
1
+) ) —— Vit Vij%,lk+(Vij’,kl—-Vij',lk)2)'

i k<l Sj/_ek_81+w

Aus (49) folgt, daB das Vorzeichen der beiden Terme von M nur durch den
Resonanznenner bestimmt wird. Fir den rechtsseitigen Grenzwert von M
erhilt man

lim Re MP M +n) =+
,1'—7

und fiir den linksseitigen Grenzwert von M;"

llng Re Mi(iz) (M1+ - 7’/) = —00.
7’—)
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Fig. 3. Qualitatives Verhalten eines Dijagonalterms von IM® im Bereich zwischen M, und M,

Da die V-Terme selbst nicht von ¢ abhingen, ist M{?’(w) im Bereich zwischen
M;” und M;" auBerdem eine monotone Funktion von w. Fiir das qualitative Ver-
halten von M{?(w) ergibt sich damit im untersuchten Bereich das in Fig.3 dar-
gestellte Bild. Ist der Beitrag der beiden Summen in (40) von gleicher GroBen-
ordnung, so liegt der Nulldurchgang von M{® zwischen w=¢, und w=¢,, .

Zusammen mit (48) lassen sich aus Fig. 3 folgende Konsequenzen ziehen:

a) Solange der Betrag von M{? kleiner ist als der Betrag des Abstandes von
g zum Pol M;" oder M, kann der Pol von G{}’ als ein Pol betrachtet werden,
der durch Verschiebung aus einem Pol von GY; hervorgeht.

b) Erfolgt der Nulldurchgang von M*(w) zwischen w =¢, und o =¢,,.;, sO
wird der entsprechende Pol von G° zu groBeren w-Werten hin verschoben, wenn
g zwischen M;” und &, liegt. Liegt der Pol von G° dagegen zwischen ¢, _; und
M, so erfolgt eine Verschiebung in Richtung kleinerer »-Werte. Die durch den
Massenoperator 2. Ordnung hervorgerufenen Verschiebungen wirken sich in
diesem Bereich so aus, daB die lonisierungsenergien gegeniiber dem Koopmans-
schen Theorem verkleinert und die Elektronenaffinitdten vergroBert werden.

¢) MP(w) hingt iiber die V-Terme vom gerade betrachteten ¢, ab. Sind die
V-Terme fiir verschiedene g; von gleicher GroBenordnung, so ist die Verschiebung
gegeniiber der nullten Ordnung wegen der w-Abhéngigkeit von M{? umso groBer,
je ndher das betrachtete ¢, an den Polen M, oder M;" liegt. Es ist jedoch durchaus
denkbar, daB sich die GroBenordnung der V-Terme fiir verschiedene Orbitale,
insbesondere z.B. fiir z- und ¢-Orbitale, deutlich unterscheidet. Es ist deshalb
nicht generell damit zu rechnen, daB — wie in den von Basch et al. untersuchten
Beispielen [18] — die Abweichung vom Koopmansschen Theorem umso groBer
wird, je hoher die Ionisierungsenergie ist. Man vergleiche als Gegenbeispiel die
in Tabelle 1 fiir Formaldehyd angegebenen Daten.
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d) Fiir Orbitale, deren Energie im Bereich ¢; <M, oder ¢, > M," liegt, gelten
die hier durchgefithrten Betrachtungen nicht. In diesem Bereich sind durchaus
gegenldufige Verschichungen moglich. Eine eingehende Analyse dieses Bereichs
erfolgt in [21].

Die Aussagen b) und c¢) stimmen qualitativ mit dem iiberein, was man beim
Vergleich experimenteller Ionisierungsenergien mit den unter Anwendung des
Koopmansschen Theorems berechneten Werten beobachtet. Inwieweit die auf-
tretenden Abweichungen mit den hier entwickelten Ndherungen auch quantitativ
erfaBt werden konnen, d.h. welcher Teil der Reorganisations- und Korrelations-
effekte bei Entwicklung des Massenoperators bis zur zweiten Ordnung tatsichlich
erfaBBt wird, la6t sich erst abschitzen, wenn eine gréBere Zahl von numerischen
Rechnungen vorliegt.

4.2. Giiltigkeitsbereich

Prinzipiell ist der verwendete Formalismus sowohl auf closed-shell- als auch
auf open-shell-Systeme anwendbar. Zur Ableitung der speziellen Niherungen
wurde jedoch in (27) vorausgesetzt, daB3 die verwendete Basis den Hartree-Fock-
Operator diagonalisiert. Diese Voraussetzung ist in voller Allgemeinheit nur fiir
closed-shell-Systeme erfiillt. Demzufolge ist die Beziehung (40) nur dann an-
wendbar, wenn das N-Elektronensystem, dessen Ionisierungsenergien und
Elektronenaffinitéiten berechnet werden sollen, ein closed-shell-System ist.

Beim Vergleich mit experimentellen Daten ist auBlerdem zu beachten, da3 das
Hartree-Fock-Problem parametrisch von den Kernkoordinaten abhéngt. Wird
es fiir einen bestimmten Satz von Kernkoordinaten geldst, so werden die iiber
H,, erfaBten Wechselwirkungen fiir die gleichen Kernkoordinaten berechnet. Sind
diese Koordinaten die Gleichgewichtskoordinaten des Grundzustands des N-
Elektronensystems, so heildt das, dafl die in héherer Ordnung berechneten Pole
analog zur Anwendung des Koopmansschen Theorems mit vertikalen Ionisierungs-
energien und Elektronenaffinititen zu identifizieren sind.

4.3. Konvergenz der storungstheoretischen Entwicklung

Konvergenzprobleme treten ganz allgemein deshalb auf, weil man die storungs-
theoretische Entwicklung notgedrungenermaflen an irgend einer Stelle abbrechen
muB. Ein solcher Abbruch bedeutet, daB3 man in der Entwicklung nur bestimmte
Graphen beriicksichtigt. Jeder Graph entspricht aber im Prinzip — bei wirklich
vollstdndiger Basis — einer unendlichen Summe und man kann nicht davon aus-
gehen, daf jede dieser Summen fiir sich konvergiert. So divergiert z.B. beim drei-
dimensionalen Elektronengas der Beitrag, den das Ringdiagram zweiter Ordnung
(50) Liefert [19]. Um Konvergenz zu erhalten, mufl man in diesem Fall die Beitriige
aller Ringdiagramme bis zu unendlicher Ordnung aufsummicren (R PA-Néherung).
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Mit dieser Niherung werden allerdings nur im high-density-Fall wesentliche
Beitrdge der storungstheoretischen Entwicklung erfaB8t [20]. Von high density
spricht man, wenn der mittlere Abstand zwischen den Teilchen klein ist gegen-
iber der mittleren Reichweite der Wechselwirkung zwischen diesen Teilchen. Ist
umgekehrt der mittlere Abstand der Teilchen grofl gegeniiber der mittleren
Reichweite der Wechselwirkung, (low-density-Fall), so liefern die Ringdiagramme
keinen entscheidenden Beitrag. Hier spielen die sogenannten Leitergraphen die
wesentliche Rolle.

Fiir den Fall der intermediate-density, der bei Molekiilen realisiert ist, ist kein
allgemeines Losungsschema wie bei den beiden oben genannten Grenzfdllen be-
kannt. Es ist jedoch nicht zu erwarten, daB der Beitrag, den der Ringgraph zweiter
Ordnung zum Massenoperator liefert, in diesem Fall divergiert. Soliten dennoch
Schwierigkeiten auftreten, so lassen sich diese dadurch umgehen, daB man aus-
gehend vom Massenoperator zweiter Ordnung das Problem in selbstkonsistenter
Weise 16st [21].

5. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde ein storungstheoretisches Verfahren ent-
wickelt, das es ermoglicht, die durch Reorganisations- und Korrelationseffekte
hervorgerufenen Abweichungen vom Koopmansschen Theorem direkt zu er-
fassen. Gegeniiber der Berechnung von Ionisierungsenergien und Elektronen-
affinitéten als Differenz von Gesamtenergien hat ¢in solches Verfahren den Vorteil,
daB nur eine relativ kleine KorrekturgroBe berechnet werden muB. Dariiber-
hinaus bleibt das Einteilchenbild, das einen Zusammenhang mit Molekiilorbitalen
herstellt und dadurch eine anschauliche Interpretation von lonisierungsenergien
ermoglicht, weitgehend erhalten. Sollte es sich zeigen, daf3 die hier vorgeschlagene
Néherung — oder eine eventuelle Erweiterung — die beobachteten Abweichungen
auch quantitativ ausreichend beschreibt, so ist es durchaus denkbar, daB dieses
Verfahren auch bei semiempirischen Rechnungen, wie man sie heute in groBem
Umfang zur Interpretation von Photoelektronenspektren groBerer Molekiile
heranzieht, angewandt werden kann.

Wir danken den Herren F. Metz und L. Cederbaum fur ihre intensive Mitarbeit; Frau Dr. Liselotte
Becker fiir viele anregende Diskussionen und der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die gewihrte
finanzielle Unterstiitzung.
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